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Î ñïåêòðå îïåðàòîðà ßêîáè ñ ýêñïîíåíöèàëüíî
ðàñòóùèìè ìàòðè÷íûìè ýëåìåíòàìè
È. À. Øåéïàê
Àííîòàöèÿ. Â ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññ ìàòðèö ßêîáè ñ áûñòðî ðàñòóùèìè ìàòðè÷-
íûìè ýëåìåíòàìè. Â ïðîñòðàíñòâå êâàäðàòè÷íî ñóììèðóåìûõ ñ íåêîòîðûì âåñîì ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòåé ýòîé ìàòðèöå îòâå÷àåò ñèììåòðè÷åñêèé îïåðàòîð. Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî çàäà÷à
íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ íåêîòîðîãî ñàìîñîïðÿæ¼ííîãî ðàñøèðåíèÿ ýòîãî îïåðàòîðà ýê-
âèâàëåíòíà çàäà÷å íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà ØòóðìàËèóâèëëÿ ñ äèñêðåòíûì
ñàìîïîäîáíûì ñàìîïîäîáíûì âåñîì. Íàõîäÿòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèå îðìóëû äëÿ ñîáñòâåí-
íûõ çíà÷åíèé.
1. Ââåäåíèå
Èññëåäóåòñÿ çàäà÷à íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ òð¼õäèàãîíàëüíîé ÿêîáèåâîé ìàòðèöû
âèäà
(1.1)


α β 0 0 . . . 0 . . .
γ αq βq 0 . . . 0 . . .
0 γq αq2 βq2 . . . 0 . . .
. . .
0 0 0 γqn−1 αqn βqn 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

 ,
ãäå q > 1.
Â ðàáîòå [1℄ áûëè èçó÷åíû ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà êëàññà äâóõäèàãîíàëüíûõ ñèììåò-
ðè÷íûõ ìàòðèö (íà ãëàâíîé äèàãîíàëè ñòîÿò íóëè), â êîòîðûõ âíåäèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû
bn èìåþò âèä q
ns
, 0 < q < 1, s  ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Òàì æå áûëî äîêàçàíî,
÷òî b2n+1 < λn < b2n−1. Ïðè ýòîì èñïîëüçîâàëàñü äîñòàòî÷íî òÿæ¼ëàÿ òåõíèêà, îñíîâàííàÿ
íà ñâîéñòâàõ öåëûõ òðàíñöåíäåíòíûõ óíêöèé.
Â ðàáîòå [2℄ áûë èçó÷åí áîëåå øèðîêèé êëàññ äâóõäèàãîíàëüíûõ ñèììåòðè÷íûõ ìàòðèö
ßêîáè, â êîòîðûõ âíåäèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû bn ïîëîæèòåëüíû, è äëÿ íèõ âûïîëíåíî
óñëîâèå
lim
n→∞
bn+1
bn
= 0.
Â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷åíû íå òàêèå òî÷íûå îöåíêè íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, êàê â ðàáîòå
[1℄. Àñèìïòîòè÷åñêèå îðìóëû èìåþò âèä λn = b2n−1(1 + o(1)), n→∞. Ìåòîä ïîëó÷åíèÿ
àñèìïòîòè÷åñêèõ îðìóë îïèðàëñÿ íà èññëåäîâàíèå êâàäðàòè÷íîé îðìû ñîîòâåòñòâóþ-
ùåãî îïåðàòîðà.
Çàìåòèì, ÷òî â íàøåì ñëó÷àå, q > 1 è îïåðàòîð ñ òàêîé ìàòðèöåé íåîãðàíè÷åí. Íåîáõî-
äèìî äîïîëíèòåëüíî îïèñûâàòü åãî îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ. Òàêæå âàæåí âîïðîñ îá èíäåêñàõ
àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòîâ ÔÔÈ 07-01-00283, ïîääåðæêè âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë
ÍØ-2372.2008.1 è ðîññèéñêî-óêðàèíñêîãî ãðàíòà ÔÔÈ 09-01-90408
1
2äååêòà òàêîãî îïåðàòîðà. Â ñëó÷àå èíäåêñà äååêòà (1, 1) âñòà¼ò âîïðîñ î ñàìîñîïðÿæ¼í-
íûõ ðàñøèðåíèÿõ òàêîãî îïåðàòîðà.
Â äàëüíåéøåì ìû âñåãäà áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî αβ > 0. Ýòî óñëîâèå äîñòàòî÷íî ÷àñòî
âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ìàòðèö, âîçíèêàþùèõ â ðàçëè÷íûõ ïðèëîæåíèÿõ. Äëÿ ìàòðèö êîíå÷íîãî
ïîðÿäêà ýòî óñëîâèå ïðèâîäèò ê ïîíÿòèþ íîðìàëüíîé ìàòðèöû (ñì., íàïðèìåð, [3℄).
Äëÿ äàííîé ðàáîòû ìåòîä, íà îñíîâå êîòîðîãî âûâîäÿòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèå îðìóëû
äëÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû (1.1), çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî çàäà÷à íà ñîáñòâåííûå
çíà÷åíèÿ äëÿ îïåðàòîðà (1.1) îêàçûâàåòñÿ ýêâèâàëåíòíîé çàäà÷å íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
çàäà÷è ØòóðìàËèóâèëëÿ ñ ñàìîïîäîáíûì äèñêðåòíûì âåñîì. Â ñâÿçè ñ ýòèì, â 2 ìû
ïðèâåä¼ì íåêîòîðûå ñâåäåíèÿ î ñàìîïîäîáíûõ óíêöèÿõ, ïîðîæäàþùèõ äèñêðåòíûå âåñà
(òàê íàçûâàåìûå ñàìîïîäîáíûå óíêöèè íóëåâîãî ñïåêòðàëüíîãî ïîðÿäêà, ïîäðîáíåå ñì.
[6℄, [8℄). Â 3 çàäà÷à ØòóðìàËèóâèëëÿ ñ äèñêðåòíûì ñàìîïîäîáíûì âåñîì ñâîäèòñÿ ê
ìàòðè÷íîìó âèäó.
2. Ñàìîïîäîáíûå óíêöèè íóëåâîãî ñïåêòðàëüíîãî ïîðÿäêà
Ïóñòü ÷èñëà a ∈ (0, 1) è d óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ
(2.1) a|d|2 < 1.
Îïðåäåëèì â L2[0, 1] îïåðàòîð G, äåéñòâóþùèé ïî ïðàâèëó
(2.2) G(f)(x) = β1 · χ[0,1−a)(x) +
(
d · f
(
x− 1 + a
a
)
+ β2
)
· χ(1−a,1](x),
ãäå β1, β2  ïðîèçâîëüíûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà.
Óñëîâèå (2.1) âëå÷¼ò, ÷òî îïåðàòîð G ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì â L2[0, 1] (ñì. ëåììó 3.1, [4℄)
è, ñëåäîâàòåëüíî, èìååò åäèíñòâåííóþ íåïîäâèæíóþ òî÷êó. Ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ
óðàâíåíèþ G(P ) = P , ãäå îòîáðàæåíèå G çàäà¼òñÿ ñîîòíîøåíèåì (2.2), ÿâëÿåòñÿ ñàìîïî-
äîáíîé óíêöèåé íóëåâîãî ñïåêòðàëüíîãî ïîðÿäêà. Íàáîð ÷èñåë a, d, β1 è β2 íàçûâàåòñÿ
ïàðàìåòðàìè ñàìîïîäîáèÿ, çàäàþùèìè óíêöèþ P .
Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî óíêöèÿ P ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî ïîñòîÿííîé, ïðè÷åì ïðèíè-
ìàåò çíà÷åíèÿ
P (x) = β1, ïðè x ∈ [0, 1− a),(2.3)
P (x) = dkβ1 + β2(1 + d+ . . .+ d
k−1), ïðè x ∈ (1− ak, 1− ak+1), k = 1, 2, . . . .(2.4)
Áîëåå ïîäðîáíî î ñàìîïîäîáíûõ óíêöèÿõ â ïðîñòðàíñòâàõ Lp[0, 1] ñì.[5℄. Îáùàÿ êîí-
ñòðóêöèÿ è ñâîéñòâà ñàìîïîäîáíûõ óíêöèè íóëåâîãî ñïåêòðàëüíîãî ïîðÿäêà èçó÷åíû
â [6℄, ñì. òàêæå [8℄.
3. Çàäà÷à Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ â ñèíãóëÿðíûì ñàìîïîäîáíûì âåñîì
àññìîòðèì ñëåäóþùóþ ãðàíè÷íóþ çàäà÷ó
−y′′ − λρy = 0,(3.1)
y(0) = y(1) = 0,(3.2)
ãäå ρ = P ′ ( ñìûñëå îáîáù¼ííûõ óíêöèé), ò.å.
(3.3) ρ :=
∞∑
k=1
mkδ(x− (1− a
k)),
3ãäå mk = d
k−1(dβ1 + β2 − β1). Èç óñëîâèÿ P ∈ L2[0, 1] ñëåäóåò, ÷òî ρ ∈
◦
W−12 [0, 1].
Â äàëüíåéøåì ÷åðåç H ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ïðîñòðàíñòâî
◦
W 12[0, 1], ñíàáæ¼ííîå ñêà-
ëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì
〈y, z〉 =
1∫
0
y′z′dx
×åðåç H′ ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ïðîñòðàíñòâî, äâîéñòâåííîå ê H îòíîñèòåëüíî L2[0, 1], ò.å.
ïîëó÷àåìîå ïîïîëíåíèåì ïðîñòðàíñòâà L2[0, 1] ïî íîðìå
‖y‖H′ = sup
‖x‖
H′
∣∣∣∣∣∣
1∫
0
yzdx
∣∣∣∣∣∣ .
Êàê è â ðàáîòå [8℄ ðàññìîòðèì îïåðàòîð âëîæåíèÿ J : H → L2[0, 1]. Íåïîñðåäñòâåí-
íî èç îïðåäåëåíèÿ ïðîñòðàíñòâà H′ âûòåêàåò âîçìîæíîñòü íåïðåðûâíîãî ïðîäîëæåíèÿ
ñîïðÿæ¼ííîãî îïåðàòîðà J∗ : L2[0, 1] → H äî èçîìåòðèè J
+ : H′ → H.
Êàê è â ïðåäøåñòâóþùèõ ðàáîòàõ [4℄, [7℄ è [8℄ â êà÷åñòâå îïåðàòîðíîé ìîäåëè çà-
äà÷è (3.1)(3.2) ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ëèíåéíûé ïó÷îê Tρ : H → H
′
îãðàíè÷åííûõ
îïåðàòîðîâ, óäîâëåòâîðÿþùèé òîæäåñòâó
(3.4) ∀λ, ∀y ∈ H 〈J+Tρ(λ)y, y〉 =
1∫
0
(
|y′|2 + λP · (|y|2)′
)
dx.
Èçâåñòíî (òåîðåìà 4.1, [4℄), ÷òî ñïåêòð çàäà÷è ÷èñòî äèñêðåòåí ïðè ëþáîì âåñå èç
ïðîñòðàíñòâà
◦
W−12 [0, 1].
àññìîòðèì çàäà÷ó (3.1)(3.2) ïðè óñëîâèè, ÷òî âåñ ÿâëÿåòñÿ îáîáù¼ííîé ïðîèçâîäíîé
ñàìîïîäîáíîé óíêöèè P íóëåâîãî ñïåêòðàëüíîãî ïîðÿäêà, ò.å. êîãäà âåñ îïðåäåëÿåòñÿ
ñîîòíîøåíèåì (3.3).
3.1. Ñîáñòâåííûå óíêöèè çàäà÷è ØòóðìàËèóâèëëÿ ñ âåñîì, ÿâëÿþùèì-
ñÿ îáîáù¼ííîé ïðîèçâîäíîé óíêöèè íóëåâîãî ñïåêòðàëüíîãî ïîðÿäêà. Ò.ê.
óíêöèÿ P êóñî÷íî-ïîñòîÿííàÿ, ñîáñòâåííûå óíêöèè ýòîé çàäà÷è ìîæíî èñêàòü â âèäå
êóñî÷íî-ëèíåéíîé óíêöèè y ∈
◦
W 2[0, 1], çàäàííîé íà êàæäîì ïðîìåæóòêå (1−a
k, 1−ak+1)
k = 0, 1, 2, . . . îðìóëàìè
y(x) = s1x, x ∈ [0, 1− a),(3.5)
y(x) = skx+ tk, x ∈ (1− a
k−1, 1− ak), k = 2, 3, . . . .(3.6)
Óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè óíêöèè y â òî÷êàõ xk := 1 − a
k
, k = 1, 2, . . . îçíà÷àþò ÷òî
âûïîëíåíû óðàâíåíèÿ
(3.7) sk−1(1− a
k−1) + tk−1 = sk(1− a
k−1) + tk, k = 2, 3, . . . .
4Ïîäñòàíîâêà îðìóë (3.5)(3.6) â óðàâíåíèå (3.1) ñ ó÷¼òîì óðàâíåíèé (3.7) ïðèâîäèò
ê ñëåäóþùåé ñèñòåìå óðàâíåíèé íà ÷èñëà sk:
s1 − s2 = λ(dβ1 + β2 − β1)(1− a)s1,
s2 − s3 = λ
(
d2β1 + d(β2 − β1)
)
(1− a)(s1 + as2),
s3 − s3 = λ
(
d3β1 + d
2(β2 − β1)
)
(1− a)(s1 + as2 + a
2s3),
. . . ,
sn − sn+1 = λ
(
dnβ1 + d
n−1(β2 − β1)
)
(1− a)(s1 + as2 + . . .+ a
n−1sn),
. . .
Ââåä¼ì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:
r = (1− a)(dβ1 + β2 − β1), q =
1
ad
.
Èç óñëîâèÿ (2.1) ñëåäóåò, ÷òî
|q| > 1.
Â äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïàðàìåòðû ñàìîïîäîáèÿ òàêîâû, ÷òî r 6= 0, à d > 0.
Ñëåäîâàòåëüíî, q > 1.
Êðàåâîå óñëîâèå ïðè x = 0 âûïîëíåíî â ñèëó îðìóëû (3.5). Íåîáõîäèìî ó÷åñòü êðàå-
âîå óñëîâèå ïðè x = 1. Èç îðìóëû (3.6) ñëåäóåò, ÷òî
y(1) = lim
n→∞
(sn + tn).
Èç (3.7) íåñëîæíî ïîëó÷èòü, ÷òî
tn =
n−1∑
k=1
sk(xk − xk−1)− snxn−1.
Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì, ÷òî
y(1) = (1− a)
∞∑
k=1
ak−1sk = 0,
ò.å. ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {sk}
∞
k=1 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
(3.8)
∞∑
k=1
ak−1sk = 0.
Çàìåòèì, ÷òî ‖y‖2H =
∞∑
k=1
(1 − ak − (1 − ak−1))s2k = (1 − a)
∞∑
k=1
ak−1s2k. Òàêèì îáðàçîì,
çàäà÷à (3.1)(3.2) ñ äèñêðåòíûì ñàìîïîäîáíûì âåñîì ýêâèâàëåíòíà ñëåäóþùåé çàäà÷å â
ïðîñòðàíñòâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {sk}
∞
k=1, ñóììèðóåìûõ â êâàäðàòå ñ âåñîì ω = {ωk}
∞
k=1,
ãäå ωk = a
k−1
, è óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ (3.8):
5(3.9)


1 −1 0 0 . . . 0 . . .
0 1 −1 0 . . . 0 . . .
0 0 1 −1 . . . 0 . . .
. . .
0 0 0 0 1 −1 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .




s1
s2
s3
. . .
sk
. . .

 =
= λr


1 0 0 0 . . . 0 . . .
d da 0 0 . . . 0 . . .
d2 d2a (da)2 0 . . . 0 . . .
. . .
dk−1 dk−1a dk−1a2 . . . (da)k−1 0 . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .




s1
s2
s3
. . .
sk
. . .


Ââåä¼ì â ðàññìîòðåíèå ñëåäóþùèå îïåðàòîðû, çàäàííûå ìàòðèöàìè:
A =


1 −1 0 0 . . . 0 . . .
0 1 −1 0 . . . 0 . . .
0 0 1 −1 . . . 0 . . .
. . .
0 0 0 0 1 −1 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

 B =


1 0 0 0 . . . 0 . . .
d da 0 0 . . . 0 . . .
d2 d2a (da)2 0 . . . 0 . . .
. . .
dk−1 dk−1a dk−1a2 . . . (da)k−1 0 . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

 .
Òàêèì îáðàçîì çàäà÷à (3.4) ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å
As = λrBs,
ðàññìàòðèâàåìîé â ïðîñòðàíñòâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé l2,a, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ
(3.8).
Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî îáðàòíûé ê îïåðàòîðó B èìååò âèä
B−1 =


1 0 0 0 . . .
−dq q 0 0 . . .
0 −dq2 q2 0 . . .
0 0 −dq3 q3 . . .
. . . . . . . . . . . . . . .

 .
Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ, ÿâëÿåòñÿ ëè ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à (3.9) ýêâèâàëåíòíà îä-
íîé èç ñëåäóþùèõ çàäà÷
B−1As = λrs èëè AB−1u = λru (çäåñü u := Bs)
â êàêîì-íèáóäü ïðîñòðàíñòâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé?
àññìîòðèì âåùåñòâåííîå ÷èñëî w 6= 0. Îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
{vk}
∞
k=1, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ
∞∑
k=1
wk−1v2k <∞,
÷åðåç l2,w. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â ýòîì ïðîñòðàíñòâå áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç 〈·, ·〉w.
Óòâåðæäåíèå 3.1. Îïåðàòîð AB−1 ñèììåòðè÷åí â l2,1/d.
6Äîêàçàòåëüñòâî. Íåïîñðåäñòâåííûì âû÷èñëåíèåì íåñëîæíî óáåäèòñÿ, ÷òî
〈AB−1u, v〉1/d = 〈u,AB
−1v〉1/d = (1 + dq)
∞∑
k=1
(q
d
)k−1
ukvk − q
∞∑
k=1
(q
d
)k−1
(uk+1vk + ukvk+1).

Óòâåðæäåíèå 3.2. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ñîïðÿæ¼ííîãî îïåðàòîðà ê AB−1 ñîñòîèò èç
âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé u ∈ l2,1/d, òàêèõ ÷òî
(3.10)
∞∑
k=2
1
dk−1
(
−dqk−1uk−1 + (1 + dq)q
k−1uk + q
kuk+1
)2
<∞.
Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî ìàòðèöà AB−1 èìååò âèä
(3.11) AB−1 =


1 + dq −q 0 0 . . .
−dq (1 + dq)q −q2 0 . . .
0 −dq2 (1 + dq)q2 −q3 . . .
. . . . . . . . . . . . . . .

 .
Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ îñòàëîñü ïðèìåíèòü [9℄ (ï. 1.1, ñòð. 174). 
Ìîæíî îïðåäåëèòü èíäåêñû äååêòà îïåðàòîðà AB−1. Çàäà÷à (3.1)(3.2) ñàìîñîïðÿ-
æåíà. Óñëîâèå (3.5) ó÷èòûâàåò òîëüêî îäíî êðàåâîå óñëîâèå (â íóëå). Îñòà¼òñÿ åù¼ îäíî
óñëîâèå íà ñîáñòâåííûå óíêöèè â åäèíèöå. Ñëåäîâàòåëüíî, èíäåêñû äååêòà îïåðàòîðà
AB−1 ðàâíû (1, 1). Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî óñëîâèå (3.8) íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü s ∈ l2,a
ïåðåõîäèò â óñëîâèå
(3.12) lim
n→∞
un
dn−1
= 0
íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü u := Bs â ïðîñòðàíñòâå l2,1/d.
Òåîðåìà 3.1. Çàäà÷à (3.4), ýêâèâàëåíòà çàäà÷å
AB−1u = λru
â ïðîñòðàíñòâå l2,1/d ñ óñëîâèåì (3.10), (3.12) íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü u = (u1, u2, . . .), ãäå
u = Bs, s ∈ l2,a.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäñòàâëåíèå (3.3) âåñà ρ, à òàêæå óñëîâèå (3.5) ïðèâîäèò ê òîìó,
÷òî êâàäðàòè÷íàÿ îðìà çàäà÷è (3.4) â ïðîñòðàíñòâå l2,a ïðèíèìàåò âèä
(3.13)
∞∑
k=1
ak−1sk = λ(1− a)β
∞∑
k=1
dk−1
(
k∑
j=1
aj−1sj
)2
.
Ñâåä¼ì çàäà÷ó AB−1u = λru ê å¼ êâàäðàòè÷íîé îðìå 〈AB−1u, u〉1/d = λr〈u, u〉1/d, êîòîðóþ
ìîæíî òàêæå ïåðåïèñàòü â âèäå
〈As,Bs〉1/d = λr〈Bs,Bs〉1/d.
Èñïîëüçóÿ âèä îïåðàòîðîâ A è B óáåæäàåìñÿ, ÷òî ýòà êâàäðàòè÷íàÿ îðìà òàêæå èìååò
âèä (3.13). 
7Çàìå÷àíèå 3.1. Òàêèì îáðàçîì, îäíèì èç ñàìîñîïðÿæ¼ííûõ ðàñøèðåíèé ñèììåòðè÷å-
ñêîãî îïåðàòîðà AB−1 â ïðîñòðàíñòâå l2,1/d ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîð, çàäàííûé òîé æå ìàò-
ðèöåé, à åãî îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ïðèíàäëåæàò òå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè u ∈ l2,1/d, êî-
òîðûå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (3.10) è (3.12). Çàäà÷à íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ýòîãî
ñàìîñîïðÿæ¼ííîãî ðàñøèðåíèÿ ýêâèâàëåíòíî çàäà÷å (3.1)(3.2) (èëè çàäà÷å (3.4)).
Â ñëåäóþùåé òåîðåìå ìû ïîäðàçóìåâàåì èìåííî ýòî ñàìîñîïðÿæ¼ííîå ðàñøèðåíèå è
îáîçíà÷àåì åãî ÷åðåç L. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ÿêîáèåâà ìàòðèöà AB−1 ïðèíàäëåæèò êëàññó
ìàòðèö âèäà (1.1) (α = 1 + dq = 1 +
1
a
, β = −q, γ = −dq = −
1
a
) (ñì. (3.11)).
Òåîðåìà 3.2. Ñóùåñòâóåò òàêîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî , ÷òî äëÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷å-
íèé îïåðàòîðà L, çàíóìåðîâàííûõ â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ, ñïðàâåäëèâà àñèìïòîòè÷åñêàÿ
îðìóëà ïðè k →∞
(3.14) λk = cq
k(1 + o(1)).
Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñëåäóåò èç òåîðåìû 3.1 è ðàáîòû ([8℄, Òåî-
ðåìà 4.1). 
3.2. Èíäåèíèòíûé ñëó÷àé. Ìîæíî ðàññìàòðèâàòü çàäà÷ó (3.1)(3.2) è â ñëó÷àå,
åñëè ÷èñëî d < 0. Â ýòîì ñëó÷àå îïåðàòîð L ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ (3.10), (3.12) áóäåò
ñàìîñîïðÿæ¼ííûì â ïðîñòðàíñòâå ñ èíäåèíèòíîé ìåòðèêîé.
À èìåííî, îïðåäåëèì îïåðàòîðû îðòîãîíàëüíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ â ïðîñòðàíñòâå l2,1/d:
P+ : ek → ek, k = 1, 3, . . . , 2n − 1, . . ., P+ : ek → 0, k = 2, 4, . . . , 2n, . . .; P− : ek → 0,
k = 1, 3, . . . , 2n− 1, . . ., P− : ek → ek, k = 2, 4, . . . , 2n, . . .n ∈ N. Îïðåäåëèì òàêæå îïåðàòîð
J = P+ − P−. Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî îïåðàòîð L áóäåò ñàìîñîïðÿæ¼ííûì â J-ìåòðèêå.
Êðîìå òîãî, èç òåîðåìû 4.3( [8℄) ñëåäóåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå
Òåîðåìà 3.3. Ïóñòü d < 0 è r 6= 0. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî c > 0, ÷òî äëÿ
ïîëîæèòåëüíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé {λk}
∞
k=1 îïåðàòîðà L, çàíóìåðîâàííûõ â ïîðÿäêå
âîçðàñòàíèÿ, ñïðàâåäëèâà àñèìïòîòè÷åñêàÿ îðìóëà
λk+1 = cq
2k(1 + o(1)),
à äëÿ îòðèöàòåëüíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé {λ−k}
∞
k=1 îïåðàòîðà L, çàíóìåðîâàííûõ â
ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ, ñïðàâåäëèâà àñèìïòîòè÷åñêàÿ îðìóëà
λ−(k+2) = −cq
2k+1(1 + o(1)).
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